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جمع خود اول مقسوم عليه های از يک هر با اگر که دارد وجود n > ۲ طبيعی عددی آيا .۱
آيد؟ بدست کامل مربع عددی شود

را آن و باشد داشته وجود عددی چنين کنيد فرض است. خير پاسخ می دهيم نشان پاسخ:
۲ جز به اولی عدد هيچ برابر دو که چرا باشد اول نمی تواند n که کنيد مشاهده ابتدا بناميد. n
عامل توان pα + p تجزيه در صورت اين در .n = pα, α ≥ ۲ کنيد فرض حال نمی شود. کامل مربع

باشد. کامل مربع نمی تواند عدد اين بنابراين و است يک برابر p اول
باشيم: داشته بايد حال دارد. p, q همچون متمايز اول عامل دو n کنيم فرض می توانيم بنابراين

n+ p = p۲x۲, n+ q = q۲y۲

داشت خواهيم يکديگر از رابطه دو اين کردن کم با

p− q = (px− qy)(px+ qy)

به صورت هر در پس است. ناممکن چيزی چنين p− q ̸= ۰ و |px+ qy| > |p− q| که جا آن از اما
رسيديم. تناقض

۲



خانه ها تمام ابتدا در می كنند. بازي نوبتي شكل به بی نهايت جدول يك روي شايان و علي .۲
سياه را صفحه واحد مربع هاي از يكي اول نوبت در و می كند شروع را بازي علي هستند. سفيد
سياه خانه ي يك حداقـل ضلعي مجاور كه سفيد خانه ي يك بايد نفر هر بعد نوبت هاي در می كند.
مجموعه ي می شود. تمام كند بازي نوبت ۱۴۰۴ دقيقـا نفر هر اينكه از پس بازي كند. سياه را باشد
A شكل محيط می خواهند ترتيب به شايان و علي می ناميم. A را بازي انتهاي در سياه خانه هاي
چه برابر A شكل محيط دهند انجام را خود بازي بهترين دونفر هر اگر كنند. بيشينه و كمينه را
خانه يک مرز که است پاره خط هايی طول جمع A شکل محيط از منظور ) بود؟ خواهد مقداري

هستند.) سفيد خانه يک و سياه

است. ۲۸۰۸ + ۶ = ۲۸۱۴ برابر پاسخ پاسخ:
پوش مستطيل را است سياه خانه  های همه شامل که مستطيلی کوچکترين : شايان استراتژی
سطر يک در همواره او توسط سياه شده خانه های که می کند بازی طوری شايان می ناميم. شکل
در که صورت اين به شود. اضافه واحد يک A شکل مستطيل پوش ابعاد نوبت هر در باشند
در خودش که می کند رنگ را مستطيل پوش مرزی خانه های از يکی با مجاور خانه ای گام هر
محيط و می شود اضافه واحد دو حداقـل مستطيل پوش محيط گام هر در نيست. پوش مستطيل
را شکل محيط موضوع اين ديدن برای است( بيشتر متناظر مستطيل پوش محيط از شکلی هر
بنابراين شود.) پوشيده باشد مستطيل پوش محيط کل کنيد، تصوير مستطيل پوش محيط روی

بود. خواهد ۶ + ۲۸۰۸ حداقـل محيط
به بتواند اگر و می شود ۱ × ۳ مستطيل يک تشکيل مانع علی دوم نوبت در علی: استراتژی
قبل از آن ضلع ۲ حداقـل که می کند انتخاب را مربعی ها نوبت بقيه در دوم و اول های نوبت جز
باقی در اول لم بنابر دهد. انجام را کار اين بتواند گام T در علی کنيد فرض باشند. شده سياه
يک به را سياه خانه های قبلی گام در بايد شايان دهد، انجام را کار اين نمی تواند علی که گام ها
سياه که خانه ای می دهد انجام را کار اين شايان که زمانی است. کرده تبديل کامل مستطيل
گام کند، اضافه را محيط علی که گامی هر پس باشد. مجاور سياه خانه دو با حداقـل بايد می کند
محيط به واحد دو حداکثر علی ديگر گام هر در و است نکرده اضافه محيط به شايان آن از قبل

می شود. ۶ + ۲۸۰۸ حداکثر سياه خانه های تعداد بنابراين است، کرده اضافه
باشد داشته بيرونی خانه های با مرز يک حداکثر سياه خانه هر که همبندی شکل تنها .۱ لم

است. مستطيل
باالترين که کنيد توجه ابتدا بگيريد. نظر در را شکل مستطيل پوش می کنيم، خلف فرض اثبات.
خانه باالاترين x کنيد فرض صورت اين غير در باشد، سياه کاملا نمی تواند محدب پوش سطر
يک سطر اين در بنابراين باشد سفيد کاملا نمی تواند x سطر باشد، مستطيل پوش درون سفيد
تناقض که است سياه هم سفيد خانه آن بالايی خانه و دارند وجود مجاور سياه و سفيد خانه

است.

۳



وجود سياه خانه يک بايد سطر اين در بگيريد، نظر در سطر بالاترين در سفيد خانه يک حال
سفيد خانه راست سمت در خانه اين کنيد فرض مساله کليت از شدن کم بدون باشد، داشته
خانه بنابرفرض کنيد. برخورد سياه مرز يک به تا کنيد حرکت راست سمت به سفيد خانه از باشد.
پوش مرز يا سياه خانه يک به تا برويد پايين و برويد خانه اين به است سفيد خانه، اين پايينی
مرز يا سياه خانه اولين به تا کنيد حرکت راست سمت به نخورديد مرز به اگر بخوريد. مستطيل
مستطيل پوش مرزهای از يکی به نهايت در تا دهيد ادامه را کار اين و کنيد برخورد مستطيل پوش
تقسيم ناحيه دو به را مستطيل که کرديم پيدا سفيد خانه های از مسيری حالت اين در برسيد.
سفيد خانه های صورت اين غير در دارند( وجود سياه خانه های هم قسمت دو هر در و می کند
تناقض در سياه خانه های يکپارچگی با موضوع اين باشند). پوش مستطيل درون نمی توانستند

است.
آن درباره که ادعاهايی و خود اثبات استراتژی است نياز مسائلی، چنين در که کنيد توجه
است فـلان بازيکن اين حرکت بهترين که اين مثل کلماتی بيان صرف کنيد. ثابت را می کنيد
نمی شود. محسوب اثبات می شود بدتر موقعيتش نکند را حرکت اين بازيکن فـلان اگر که اين يا
شروع است ممکن است بهينه آينده گام دو يا يک در که حرکتی که بگيريد نظر در هم چنين
مدت کوتاه در که بدهد ديگر حرکت يک از بدتری نتيجه نهايت در که باشد حرکات از مسيری

دارد. بدتری نتيجه

۴



: که دارد قرار گونه ای به I محاطی دايره مرکز با ABC الاضلاع مختلف مثلث درون P .۳

۲∠ABP = ∠BCA,۲∠ACP = ∠CBA

موازی و B′ از گذرا خط می کنند. قطع C ′ و B′ در ترتيب به را AI خط PC و PB کنيد فرض
کنيد: ثابت می کند. قطع Y در را CI خط AC با موازی و C ′ از گذرا خط و X در را BI خط AB

پاسخ: . متشابه اند ABC و PXY مثلث های

AAA

BBB CCC

III

PPP

C'C'C'

B'B'B'

XXX

YYY

FFF

DDD

EEE

ثابت باشند. BI,CP و CI,BP و C ′Y,B′X خطوط برخورد محل ترتيب به F,E,D کنيد فرض
ميکنيم ثابت ابتدا . دارند قرار دايره يک روی P,X, Y,D,E, F نقطه ۶ تمامی کرد خواهيم

داريم: آن اثبات برای اند. دايره هم B,P, I, C

∠BPC = ∠A+ ∠ABP + ∠PCA = ∠A+
∠B
۲ +

∠C
۲ = ∠A+ ∠ABI + ∠ICA = ∠BIC

جهت است. PB′C ′ مثلث محيطی دايره مرکز F ميکنيم ثابت حال ميشود. ثابت بودن محاطی و
داريم: آن اثبات

∠FB′C ′ = ∠BAI = ∠IAC = ∠FC ′B′ =
∠A
۲ = ۹۰◦ − (۹۰◦ − ∠A

۲ ) = ۹۰◦ − (۱۸۰◦ − ∠BIC)

= ۹۰◦ − (۱۸۰◦ − ∠BPC) = ۹۰◦ − ∠B′PC ′

. ميشود ثابت هم گزاره اين و

۵



: داريم آن اثبات برای . دارد قرار PI خط روی F ميکنيم ثابت حال

∠C ′PF = ۹۰◦−∠PB′C ′ = ∠PB′A−۹۰◦ = ∠BB′A−۹۰◦ = (۱۸۰◦−∠C
۲ −∠A

۲ )−۹۰◦ = ۹۰◦−∠C
۲ −∠A

۲

=
∠B
۲ = ∠CBI = ∠CPI = ∠C ′PI

ميشود. اثبات همخطی پس
هستند. دايره هم P,D,X, F نقـاط ميکنيم ثابت اول مرحله در نقطه ۶ بودن دايره هم جهت

داريم: اين اثبات جهت

∠PDX = ∠PDI = ۱۸۰◦ − (∠DPI + ∠DIP ) = ۱۸۰◦ − (
∠B
۲ + (∠C − ∠B

۲ )) = ۱۸۰◦ − ∠C

∠PFX = ۱۸۰◦−∠PFB′ = ۱۸۰◦−۲∠PC ′B′ = ۱۸۰◦−۲(∠A۲ +
∠B
۲ ) = ۱۸۰◦−∠B−∠A = ∠C

مشابه کاملا طريق ميشود.به ثابت P,D,X, F نقـاط بودن دايره هم و اند مکمل زاويه دو اين پس
۶ بودن دايره هم شدن ثابت برای اکنون ، هستند دايره هم نيز P, Y,E, F نقـاط ميشود ثابت
ثابت ابتدا کار اين برای . کنيم ثابت را PDFE چهارضلعی بودن محاطی کافيست فقط نقطه

داريم: گزاره اين اثبات برای DC ′ = DI,EB′ = EI ميکنيم

∠DC ′I =
∠A
۲ +

∠B
۲ = ∠DIC ′

ثابت انتها در که ۱ لم وسيله به ميشود. ثابت مشابه طور به هم ديگر مثلث بودن ساقين و
ميدانيم را نقطه ۶ آن بودن دايره هم اکنون پس ، ميشود ثابت بودن محاطی اين ، است شده
تشابه زاويه سه حالت کمک به و راحتی به داديم انجام بالاتر در که هايی بازی زاويه کمک به ،

. ميشود ثابت حکم و ميگردد ثابت سوال خواست

لم۱:
باشند داشته قرار ای گونه به BC روی R و AC روی Q و AB روی P نقـاط ABC مثلث در اگر
روی A,P,O,Q نقـاط آنگاه ، باشد ABC مثلث محيطی دايره مرکز O و PB = PR,QR = QC که

. دارند قرار دايره يک

: لم۱ اثبات

است زير صورت به مساله شکل

دايره مرکز O′ کنيد فرض همچنين و دهيد قرار PQ خط به نسبت R نقطه قرينه را R′ نقطه

۶



: داريم که زيرا ، اند دايره هم A,P,Q,R′ نقـاط ميکنيم ثابت . باشد APQ مثلث محيطی

∠PR′Q = ∠PRQ = ۱۸۰◦ − ∠BRP − ∠CRQ = ۱۸۰◦ − ∠B − ∠C = ∠A = ∠PAQ

. شد ثابت بودن دايره هم پس
که داريم حال

∠R′PB = ۱۸۰◦ − ∠APR′ = ۱۸۰◦ − ∠AQR′ = ∠R′QC

راسشان زاويه و هستند ساقين دو هر R′PB,R′QC مثلث دو سوال فروض طبق اينکه به توجه با و
پس: ، هستند متشابه پس ، يکيست هم

∠PBR′ = ∠QCR′

قطری روبرو ترتيب به R′۲ و R′۱ نقـاط . دارد قرار هم ABC مثلث محيطی دايره روی R′ نقطه پس
روی همگی A,R′۱, R′۲ نقـاط ، هستند APQ و ABC های مثلث محيطی دايره در R′ نقطه های

داريم: حال . اند خط هم پس هستند A در R′A بر عمود خط

∠AR′۲R′ = ∠APR′ = ۲∠R′BA = ۲∠R′R′۱A

پس ، هستند R′R′۲, R′R′۱ وسط ترتيب به O′, O چون پس . است ساقين R′R′۲R′۱ مثلث پس
ميشود. ثابت لم حکم پس O′R′ = O′O پس است ساقين هم R′O′O مثلث

۷



CO و BO است. مفروض O محيطی دايره مرکز با ABC مختلف الاضلاع و حاده مثلث .۴
O′ و OPQ محيطی دايره مرکز X می کنند. قطع Q و P در ترتيب به را BC به A از وارد ارتفـاع
نشان است. CXQ و BXP مثلث های محيطی دواير دوم تقـاطع Y است. BC به نسبت O قرينهٔ

هم خطند. X,Y,O′ نقـاط دهيد

: است زير مانند مساله شکل پاسخ:

OOO

BBB

CCC

AAA

QQQ

PPP

O'O'O'

XXX

YYY

FFF

GGG

خط برخورد محل F نقطه همچنين و است AXC محيطی دايره با O′C برخورد محل G نقطه
داريم: . است BC خط موازی OX خط ميکنيم ثابت ابتدا . است BPX محيطی دايره با O′B

∠POX = ۹۰◦ − ∠OQP = ∠OCB = ∠OBC

: داريم . اند BC با موازی GX و FX ميکنيم ثابت حال . ميشود ثابت توازی و

∠BFX = ∠XPO = ∠XOP = ... = ∠CBO = ∠O′BC

دارند قرار BC موازی خطی روی F,X,O,G همگی پس موازيست. BC با هم XG مشابه طور به و
: داريم اکنون .

O′B = O′C,O′F = O′G → O′B.O′F = O′C.O′G

ميشود ثابت حکم و دارد قرار BPX,QXC دواير اصلی محور روی O′ پس

۸



داشته x, y, z > ۰ هر برای که طوری به کنيد پيدا را f : R+ → R مانند تابع ها همه ی .۵
باشيم

(x+ y + z)(xy + yz + zx) ≤ f(x+ y + z) · f(xy + yz + xz) ≤ ۳(x۳ + y۳ + z۳).

داشت: خواهيم x = y = z = a دادن قرار با ابتدا پاسخ:

f(۳a)f(۳a۲) = ۹a۳ (۱)

برقراری در تاثيری يک منفی در تابع ضرب که جا آن از f(۳) = ±۳ داريم a = ۱ دادن قرار با
.f(۳) = ۳ کرد فرض می توان ندارد مساله شرط

استفـاده با بنابراين .f(xy + yz + zx) ≤ ۳ باشيم داشته بايد x + y + z = ۳ دهيد قرار حال
نتيجه ۱ در a = l

۳ دادن قرار همراه به موضوع اين از .f(l) ≤ ۳ ، ۰ < l ≤ ۳ هر برای داريم لم از
.f(l) = l ، ۰ < l ≤ ۳ هر برای می شود

کند، اتخاذ را l ای > ۳ مقدار هر می تواند x+ y+ z لم بر بنا xy+ yz+ zx = ۳ دهيد قرار حال
.f(l) = l دهند می نتيجه بالا مشابه ۱ رابطه و موضوع اين .f(l) ≤ l داريم l > ۳ هر برای بنابراين

.f(x) = x, f(x) = −x از عبارتند معادله جواب های بنابراين
(۰,۳] بازه مقـادير تمام می تواند xy+ yz+ zx عبارت x+ y+ z = ۳ که باشند x, y, z > ۰ اگر .۲ لم

کند. اتخاذ را
دهيد قرار اثبات.

x = a, ۰ < y ≤ ۳ − a, z = ۳ − a− y

در می شوند. داده پوشش مقـاديری چه y تغيير با ببينيم می خواهيم است. ثابت عددی a که
تابع برد بايد واقع

−y۲ + (۳ − a)y + a(۳ − a)

مربوطه دو درجه معادله حل با دوست. درجه عبارت يک که کنيم بررسی را (۰,۳ − a) بازه در
کل يک، تا صفر بين a تغيير با است. (a(۳− a), (۳−a)۲

۴ + a(۳− a)] برابر برد اين که می شود نتيجه
بگيرند. قرار برد درون بايد (۰,۳] بازه اعداد

سه ای از بزرگ تر مقدار هر می تواند x+ y+ z عبارت xy+ yz+ zx = ۳ باشند x, y, z > ۰ اگر .۳ لم
کند. اتخاذ را

بازه در عددی هر می تواند xy+ yz + zx آن گاه x+ y+ z = ۳t اگر می شود نتيجه بالا لم از اثبات.
باشد. (۰,۳t۲)

۹



دايره ای ميز يک دور دوستانش از نفر n−۱ همراه و داده است ترتيب بزرگ ميهمانی يک علی .۶
را آن می خواهد و است داده قرار خودش مقـابل در سيب n پذيرايی برای علی نشسته اند؛ n-نفره
سيب همه به تا و ندارند دوست را تک خوری دوستانش و علی که آنجا از کند. توزيع همه ميان
هم زمان، طور به دارد سيب يک حداقـل که کسی هر گام هر در نمی کنند، خوردن به شروع نرسد

پادساعت گرد). جهت (در می دهد راستش سمت از سيب بدون نفر اولين به را سيبش يک
سيب ۱ دقيقـا نفر هر که می رسيم وضعيتی به گام، تعدادی از پس ،n از مقـاديری چه ازای به

باشد؟ داشته
چپ سمت وضعيت باشد، نفر هر سيب های تعداد نمايانگر عدد هر زير شکل در اگر مثال برای

می شود. تبديل راست سمت وضعيت به گام يک از بعد
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در می کنيم، ثابت استقرا به را موضوع اين دوست. توان های برابر پاسخ می کنيم ادعا پاسخ:
می رسيم. يک همه وضعيت به گام n−۱ از بعد می دهيم نشان استقرا به ،n = ۲i کنيد فرض واقع
که می رسيم وضعيتی به گام ۲i−۱ − ۱ از بعد بنابراين باشد، درست ۲i−۱ برای حکم کنيد فرض
روبروييش نفر و اول نفر بعد مرحله در دارند، سکه يک بقيه نفر ۲i−۱ −۱ و سکه ۲i−۱ +۱ اول نفر
همه ديگر گام ۲i−۱ − ۱ از بعد استقرا فرض طبق بنابراين و دارند سکه ۲i−۱ کدام هر دايره دور

می شود. ثابت حکم و داشت خواهند سکه يک
هيچ آخر به مرحله يک در کنيد توجه ابتدا نيست. جواب ديگری n هيچ می کنيم ادعا حال
سکه دو خانه يک به صورت اين غير در که چرا باشند داشته سکه نبايد همی سر پشت خانه دو
سکه تعداد پس باشد. دو ديگر نيم و خالی خانه ها از نيمی بايد قبلی وضعيت بنابراين می رسد.
همه و خالی فرد جايگاه های تمام ۲k نوبت های در حالت اين در می کنيم ادعا است. زوج ها
پايه می کنيم، ثابت استقرا با را مساله اين می شود. سکه n

۲ برای k گام مشابه زوج جايگاه های
می گيرد سکه يک پر زوج خانه هر بعدی خانه گام يک از بعد باشد درست پايه اگر است. بديهی
بعدی زوج خالی خانه اولين به زوج خانه های از تعداد همين بعلاوه سکه ها اين همه بعد گام و
می شود. نتيجه حقيقت اين از استقرا به سوال حکم حال می کند. ثابت را حکم که می شوند منتقـل
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