
خدا نام به

۱۴۰۲ رياضي المپياد دوم مرحله سوالات حل راه

BC روي P تصوير است. ABC درون دلخواه اي Pنقطه .∠A = 90◦ دانيم، مي ABC مثلث در (۱
APE هاي دايره همچنين مي كند. قطع F, E در ترتيب به را AC, AB خطوط ،PD مي ناميم. D را
همرس CX, BY, PD كنيد ثابت مي كنند. قطع Y در را CP و X در در را BP ترتيب به APF و

هستند.

حل: راه

داريم: دايره اين به نسبت C قوت نوشتن با است. محاطي AFY P چهارضلعي
CA.CF = CP.CY

نقطه ي قوت است. محاطي نيز FADB چهارضلعي ،∠FAB = ∠FDB = 90◦ چون ديگر طرفي از
دهد. مي را زير برابري دايره اين به نسبت C

CA.CF = CD.CB =⇒ CD.CB = CP.CY

است. محاطي Y PDB چهارضلعي نتيجه در
∠PY B + ∠PDB = 180◦ =⇒ CY B = 90◦

گرفت نتيجه توان مي آخر رابطه ي دو اين از .BXC = 90◦ كرد ثابت توان مي مشابه طور به
مركز در خط سه اين پس هستند. BCP مثلث در B, C, P راس هاي ارتفاع هاي BY, CX, PD

هستند. همرس BPC ارتفاعي



دو طبيعي اعداد از (a1, a2, · · · , an) مرتب n-تايي يك ،2 ≤ n ∈ N هر ازاي به كنيد ثابت (۲
باشد. برقرار زير تساوي و باشند بزرگ تر ۱۴۰۲ از همگي كه دارد وجود اول يك ديگر به نسبت دو به
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باشد) x مساوي يا كوچك تر كه است صحيح عدد بزرگ ترين [x] از (منظور

حل: راه

و a1 < a2 < · · · < an كه باشند طبيعي اعدادي a1, a2, a3, · · · , an اگر كنيد دقت ابتدا
a2

a1
< 2,

a3

a2
< 2, · · · ,

an

an−1
< 2

مي كنند. صدق سوال رابطه در a1, · · · , an اعداد آن گاه ، n < an

a1
< n + 1 باشيم داشته هم چنين و

زير لم از اعداد اين يافتن براي باشند. اول هم به نسبت كه بيابيم اعدادي چنين است كافي پس
مي كنيم: استفاده

بزرگ كافي اندازه به اعداد براي گاه آن باشند، متفاوت و اول اعدادي p, p′ و گويا اعدادي c, c′ اگر لم.
هستند. اول هم به نسبت c × N ! + p, c′ × N ! + p′ اعداد N مانند

قرار اگر صورت اين در N > 2max(u′vp, uv′p′) كنيد فرض و c = u
v
, c′ = u′

v′ كنيد فرض
داريم: d = (cN ! + p, c′N ! + p′) دهيم

d|(u′v(cN ! + p), uv′(c′N ! + p′)) = (uu′N ! + u′vp, uv′N ! + uv′p′)|u′vp − uv′p

نتيجه در d < max(u′vp, uv′p′) داريم بنابراين
d|cN !, c′N !

طرفي از
d|cN ! + p, cN ! + p′

. d = 1 بنابراين d|p, p′ داريم روابط اين كردن كم با
ابتداي در شده گفته نامساوي هاي در كه مي پردازيم اول هم به نسبت اعدادي ساختن به اكنون
اعدادي c1, c2, · · · , cn و باشند ابتدايي اول عدد n ، p1, p2, · · · , pn كنيد فرض كنند. صدق حل راه

كه باشند ودلخواه گويا
1 < c1, c2, · · · , cn < 2, n < c1c2 · · · cn < n + 1

.ai = ci × N ! + pi دهيم: قرار بزرگ كافي اندازه به N براي است كافي آنگاه



با را j-ام ستون و i-ام سطر خانه ي ،1 ≤ i, j ≤ n هر ازاي به داريم. n × n جدول يك (۳
مي كنيم: رنگ زير قاعده ي

سياه ،i = j اگر .۱
قرمز ،i < j اگر .۲
سبز ،j < i اگر .۳

مرتب n-تايي و مي كنيم عوض يكديگر با را سطر دو جاي بار هر ناميم. مي ai,j را خانه آن رنگ و
مي توانيم مختلف مرتب n-تايي چند به كار اين تكرار با مي كنيم. يادداشت را (a1,1, a2,2, · · · , an,n)

هستند) مهم اعداد ترتيب مرتب n-تايي يك (در برسيم؟

حل: راه

حركت با مي توان مي كنيم ادعا مي گوييم. رنگي خانه هاي اصلي قطر روي سياه غير خانه هاي به
رنگي خانه اولين رنگ آميزي، اين در اگر فقط و اگر رسيد اصلي قطر رنگ آميزي يك به مساله مجاز
توجه ابتدا ادعا اين اثبات براي باشد. سبز اصلي قطر روي رنگي خانه آخرين و قرمز اصلي قطر روي
تشكيل n از كوچكتر طبيعي اعداد از جايگشت يك جابجايي عمل انجام از بعد سطر ها شماره كه كنيد
مي كنيم مشاهده دربياوريم متناظر اصلي قطر خانه رنگ به را جايشگت اين جايگاه هر اگر دهند، مي

است: معادل زير مساله با ما مساله كه
سبز، را ام i جايگاه ai < i اگر است، شده داده ai مانند n از كوچكتر طبيعي اعداد از جايگشتي
رنگ آميزي هاي تعداد كنيم. مي قرمز را جايگاه اين ai > i اگر و سياه را جايگاه اين ai = i اگر

بيابيد. را شود ايجاد مي تواند متفاوت جايگشت n! ازاي به كه مختلفي
شرايط بايد مجاز رنگ آميزي هر كه است واضح مي پردازيم: معادل مساله براي ادعا اثبات به حال
آخرين و قرمز آن رنگي جايگاه اولين كه داريم رنگ آميزي يك كنيد فرض باشد، داشته را شده گفته
سبز و قرمز و سياه متوالي بلوك تعداي به مي توان را آميزي رنگ اين باشد. سبز آن رنگي جايگاه
جايگشتي مي خواهيم حال است. سبز رنگي بلوك آخرين و قرمز رنگي بلوك اولين كه كرد تقسيم
با دهيد. قرار جايگاه اين در را i عدد باشد سياه ام i جايگاه اگر بسازيم: رنگ آميزي اين با متناظر
وجود رنگ آميزي در سياهي خانه كه كنيم حل حالتي براي را مساله است كافي جايگاه ها اين  حذف
باشد بعدي سبز بلوك j + 1, j + 2, · · · , j + t قرمز بلوك يك i, i + 1, · · · , j كنيد فرض ندارد.



دهيد قرار
ai = i + 1, ai+1 = i + 2, · · · , aj−1 = j

aj = j + t, aj+1 = i دهيد قرار هم چنين aj+2 = j + 1, aj+3 = j + 2, · · · aj+t = j + t − 1 و
مي كند. توليد را خواسته شده رنگ آميزي جايگشت اين كه است روشن

مورد رنگ آميزي هاي تعداد كنيد دقت ابتدا بشماريم. را رنگ آميزي ها اين تعداد مي خواهيم حال
مطلوب رنگ آميزي هاي كل تعداد بنابراين است

(
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n

)
2n−k−2 با است برابر سياه خانه k < n − 2 با نظر

با است برابر
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هاي خانه بتوان كه بيابيد را k طبيعي عدد كوچك ترين است. شده داده n فرد طبيعي عدد (۴
باشند: برقرار زير شرط دو كه كرد پر گونه اي به نامنفي صحيح اعداد با را 3 × k جدول يك

باشد. n برابر ستون هر اعداد جمع .۱
باشند. شده ظاهر بار يك كم دست 0, 1, · · · , n اعداد از يك هر سطر هر در و .۲

حل: راه
n = كنيد فرض مي كنيم، ارايه جدولي چنين از مثالي ابتدا است. 3(n+1)

2 جواب كنيم مي ادعا
بگيريد نظر در را زير 3 × (t + 1) جدول سه 2t + 1

۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ · · · t − 1 t

2t + 1 2t · · · t + 2 t + 1

۰ ۱ · · · t − 1 t
2t + 1 2t · · · t + 2 t + 1

۰ ۰ · · · ۰ ۰

2t + 1 2t · · · t + 2 t + 1
۰ ۰ · · · ۰ ۰
۰ ۱ · · · t − 1 t

مي دهيم نشان حال دارد. را نظر مورد خواص مي آيد دست به جدول سه اين چسباندن از كه جدولي
ندارد: وجود مطلوب خواص با كوچكتري جدول كه

اول: روش
جمع پس دارد وجود 1, 2, · · · , n اعداد سطر هر باشد،در داشته وجود 3 × k جدولي كنيد فرض
دقيقا جدول خانه هاي جمع ستوني محاسبه با طرفي از است. 3n(n+1)

2 با برابر حداقل جدول خانه هاي
.k ≥ 3(n+1)

2 داريم بنابراين .kn با است برابر
دوم: روش

{t + 1, t + 2, · · · , 2t + 1} مجموعه از عددي دو هيچ است، 2t + 1 ستون هر جمع كه جا آن از
حداقل پس بيايند سطر سه هر در بايد اعداد اين كه جا آن از گيرند. قرار ستون يك در نمي توانند

داريم. نياز ستون 3t + 3



گاه هر مي گوييم Q(x) نسبت قدر با حسابي تصاعد را چندجمله اي ها از (Pn)n∈N دنباله يك (۵
.Pn+1 = Pn + Q ،n هر براي

به داريم P (x) اول جمله ي و Q(x) نسبت قدر با چندجمله اي ها از حسابي تصاعد يك كنيد فرض
صحيحي مشترك ريشه ي هيچ كه هستند صحيح ضرايب با تكين چندجمله اي هايي Q و P كه طوري

كنيد ثابت دارد. صحيح ريشه ي يك حداقل تصاعد عضو هر همچنين ندارند.
است. پذير بخش Q(x) بر P (x) آ-

است. يك درجه P (x)
Q(x) چندجمله اي ب-

حل: راه
شروط در Q نسبت قدر و P اول جمله با تصاعد كه هستند چندجمله اي دو P, Q كنيد فرض
كران بي {P + nQ|n ∈ N} صحيح ريشه هاي مجموعه دهيم مي نشان  ابتدا مي كند. صدق مساله
ريشه P + nQ, P + mQ چندجمله اي هاي m ̸= n براي كنيد توجه موضوع اين اثبات براي است.

داريم باشند چندجمله اي دو اين مشترك ريشه x اگر كه چرا ندارند مشتركي
0 = P + mQ(x) − P + nQ(x) = (m − n)Q(x) = 0 → Q(x) = 0 → P (x) = 0

است. تناقض كه
است اين معادل موضوع اين باشد، داشته صحيح ريشه P + nQ(x) = 0 معادله كنيد فرض حال

باشد. داشته صحيح ريشه P
Q

(x) = −n معادله كه
تقسيم امتحان بر بنا

P = TQ + R

Q كه آن جا از است. كمتر Q درجه ي از R درجه ي و است باقي مانده R و تقسيم قسمت خارج T كه
بنابراين P

Q
(x) = −n كنيد فرض حال هستند صحيح T ضرايب تمام كه است روشن است تكين

T (x) + R

Q
(x) = −n

مي تواند x ديديم طرفي از است. صحيح عددي هم R
Q

(x) پس است صحيح عددي T (x) كه آن جا از
داريم بزرگ كافي اندازه به x براي است كمتر Q درجه از R درجه چون بنابراين باشد بزرگ دلخواه به

است. بخش پذير Q بر P و R
Q

= 0 مي دهد نتيجه كه |R
Q

(x)| < 1
در هم تصاعد اين مي كنيم ادعا بگيريد. نظر در 1 نسبت قدر و P ′ = P

Q
اول جمله با تصاعدي حال

هست(چون هم P ′ + n صحيح ريشه P + nQ صحيح ريشه هر كه چرا مي كند صدق مساله خولص
ندارند.) مشتركي صحيح ريشه P + nQ و Q

P ′ درجه اگر باشد. داشته صحيح ريشه يك بايد P ′(x) = n معادله صحيح n هر براي بنابراين
معادله باشد P ′(x) = n اگر بنابراين P ′(x + 1) > P ′(x) + 1 بعد به جايي از باشد، ۲ از بزرگتر

است. ۱ برابر P ′ درجه بنابراين باشد. داشته صحيح ريشه نمي تواند P ′(x) = n + 1
ديد مي توان راحتي به مثلا داد، انجام مي توان هم ديگري روش هاي به را استدلال آخر قسمت
براي كه |P ′(n

2 )| < n بعد به جايي از بنابراين باشد داشته n
2 از بزرگتر صحيحي ريشه بايد P ′ + n

است. ممكن غير بالا به دو درجه هاي چندجمله اي



هاي دايره روي C و B نقطه هاي دارند. تقاطع P, Q در يكسان هاي شعاع با W1, W2 دايره دو (۶
Y و X نقطه هاي همچنين هستند. W1 و W2 هاي دايره داخل ترتيب به كه دارند قرار طوري W2 و W1
.∠CPQ = ∠CXQ BPQ∠و = ∠BY Q كه دارند قرار طوري W2 و W1 ترتيب به روي P از متمايز
XY, BC, QS كنيد ثابت ناميم. مي S را Y PB و XPC هاي مثلث محيطي دايره هاي برخورد محل

هستند. همرس
حل: راه

مي دانيم هستند، يكسان ها دايره شعاع چون
∠PY Q = ∠PXQ, ∠PCQ = ∠PBQ

است. PCQ ارتفاعي مركز X :۱ گام
∠PX ′Q = 180 − و ∠CX ′Q = ∠CPQ دانيم مي بناميم، X ′ را PCQ ارتفاعي مركز اگر
دارد. را X زاويه اي شرط هم است PBQ دايره ي روي هم X ′ پس .∠PCQ = 180 − ∠PBQ

.X = X ′ داريم ،X تعريف طبق
است. PBQ ارتفاعي مركز Y گفت توان مي مشابه طور به

.CX ∥ BY و CX = BY :۲ گام
داريم: است، PBQ ارتفاعي مركز Y و PCQ ارتفاعي مركز X كه جايي آن از

CX ⊥ PQ, BY ⊥ PQ =⇒ CX ∥ BY

W2 بر توان مي −−−→
O1O2 بردار با انتقال يك با را W1 دايره باشد، W2 مركز O2 و W1 مركز O1 اگر

انتقال بردار همان −−→
XC بردار پس CX ∥ O1O2 شود مي نتيجه ،O1O2 ⊥ PQ چون كرد. منطبق

مي كند. اثبات را ما مطلوب برابري اين .O1O2 = Y B مشابه طور به .CX = O1O2 و است
.SX ∥ QY و SX = QY :۳ گام

متوازي S ′XQY كه بگيريد نظر در اي نقطه را S ′ دهيم. مي حكم تغيير گام اين اثبات براي
زاويه ي و ضلع دو برابري دليل به همچنين .S ′X ∥ QY و S ′X = QY داشت خواهيم شود. الاضلاع



همنهشت QY B و S ′XC مثلث دو گرفت) نتيجه را آن توان مي ضلع دو توازي از استفاده با (كه بين
هستند.

S ′XC ∼= QY B =⇒ ∠XS ′C = ∠BQY = 90 − ∠PY Q = 90 − ∠PXQ

= ∠XPC

طبق و است محاطي نيز S ′PY B مشابه طور به دهد. مي نتيجه را PS ′CX بودن محاطي برابري اين
.S ′ = S تعريف

هستند. يكي SQ, BC, XY هاي ۴:وسط گام
الاضلاع متوازي SXQY و SCQB هاي چهارضلعي رو به رو ضلع دو توازي و برابري دليل به
پاره سه هاي وسط پس كنند. مي نصف را ديگر يك ها قطر الاضلاع متوازي يك در دانيم مي هستند.

شود. مي نتيجه سوال حكم گام اين از هستند. نقطه يك همگي SQ, BC, XY خط


