
مقدمه ۱.۰

سلام عزيز خواننده�ی
سختی�های سرگذاشتن پشت نيازمند کيفيت، با و مفيد علمی محتوای انتشار و تدوين توليد، جمع�آوری،
عزيزانی زحمات حاصل اول مرحله آزمون راه�حل�های و سؤالات مجموعه کتاب و کتاب اين است. بسياری
صرف را زيادی ساعات جوان دانش�پژوهان باش�گاه در ايران رياضی المپياد ملی کميته�ی در که است
جا کرده�اند. و... محتوا ويرايش راه��حل�ها، نوشتن دوم، مرحله و اول مرحله آزمون�های سؤالات جمع�آوری

کنيم: تشکر صميمانه می�بينيد، زير در را آن�ها نام که عزيزان اين از که دارد
سيد تجربه�کار، ماهان بهمنی، مهران بريری، صدرا اسدی، احسان آزرم�سا، احسان سيد آب�روشن، ماهد
صادقی، عارف رضايی، سينا رجب�زاده، حسام�الدين خسروی، خشايار ثقفيان، مرتضی توکلی، علی�رضا
قاضی�نظامی، سپهر فرهادی، مجيد عموزاد، علی�رضا علی�آباديان، علی�رضا عابدی، جواد صلواتی، عرفان

ادهم. نويد اميرحسين مهکام، روح�االله معين�فر، اميرعلی مرادی، پارسا
کتاب�چه�های در که راه�حل�هايی از استفاده و ترجمه با دوم مرحله�ی سؤالات راه�حل�های از قسمتی ضمناً
ديگر کشورهای با کردن بدل و رد جهت رياضی جهانی المپياد ساله�ی هر رسم به بنا (که ايران سؤالات
مورد در علاوه به است. شده نوشته می�شود) تهيه انگليسی زبان به مسابقات، اين برگزاری زمان در
باش�گاه انتشارات توسط قبل سال ده حدود که دانش�پژوه نشريه�های مجموعه�ی از سال�ها بعضی آزمون�ها
ساليان در که کسانی همه�ی از است لازم بنابراين است. شده استفاده می�رسيد چاپ به دانش�پژوهان

باشيم. داشته را تشکر کمال هم کرده�اند هم�کاری نشريه�ها و کتاب�چه�ها اين تهيه�ی در مختلف
باشد. مفيد عزيزان شما برای کتاب اين محتوای که اميدواريم پايان در

۱۳۹۲ مهرماه

�
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۱۳۸۰ رياضی، المپياد دوره�ی نوزدهمين دوم مرحله سؤالات ۲.۰

کنيد ثابت است. کامل مربع ۱+ np که طوری به باشد، طبيعی عددی n و اول عددی p کنيد فرض .۱
نوشت. کامل مربع pتا مجموع صورت به را n+ ۱ می�توان

سمت به را A�BC و C �AB ،B�AC مثلث سه آن اضلاع روی است. مفروض ABC حاده�الزاويه�ی مثلث .۲
که: طوری به می�سازيم، خارج

∠B�AC = ∠C �BA = ∠A�BC = ۳۰◦

∠B�CA = ∠C �AB = ∠A�CB = ۶۰◦

است. عمود A�C � بر B�M دهيد نشان باشد BC ضلع وسط M اگر

و افقی آن�ها اضلاع که داد قرار صفحه در طوری را يکسان مربع n بتوان که کنيد پيدا را nهايی تمام .۳
باشد. داشته تقارن محور سه حداقل حاصل، شکل و باشند عمودی

باشيم: داشته x حقيقی عدد هر برای که کنيد پيدا را حقيقی ضرايب با P چند�جمله�ای�های تمام .۴
P (۲P (x)) = ۲P (P (x)) + ۲P (x)۲

قطع Q و P در ترتيب به را مقابل اضلاع C و B رأس�های نيم�سازهای (AB > AC) ABC مثلث در .۵
∠A زاويه�ی باشد، IP = IQ اگر می�گيريم. I نقطه�ی را نيم�ساز دو تقاطع نقطه�ی هم�چنين می�کنند.

است؟ درجه چند

شکل باشد(نظير متناهی چپ سمت از که بگيريد، نظر در خانه نامتناهی تعداد و سطر يک با جدولی .۶
زير)

قرار مهره تعدادی خانه�ها از بعضی در که گونه�ای به داده�ايم قرار مهره متناهی تعدادی جدول اين در
انجام مهره�ها روی می�توان را زير عمل دو باشد.) مهره يک از بيش می�تواند خانه يک (در است گرفته

داد:
خانه�ی مهره�های از يکی می�توان باشد، داشته وجود مهره تعدادی يک هر در مجاور، خانه�ی دو در اگر (۱

کرد. حذف را راست سمت خانه�ی از مهره يک و برد راست به خانه دو را چپ سمت
از يکی می�توان باشد، داشته وجود مهره يک از بيش بعد به سوم خانه�های از يکی در که حالتی در (۲

برد. چپ سمت به خانه دو را ديگر مهره�ی يک و راست به خانه يک را مهره�ها

۹



عملی هيچ ديگر که می�رسيم وضعيتی به عمل تعدادی از پس حالتی، هر از آغاز با که کنيد ثابت الف)
نيست. انجام قابل

ذکرشده اعمال انجام با کنيد ثابت دارد. قرار مهره يک nام تا اول خانه�های از يک هر در کنيد فرض ب)
رفت. نخواهد جلوتر +nام ۱ خانه�ی از مهره�ای هيچ�گاه
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۱۳۸۱ رياضی، المپياد دوره�ی بيستمين دوم مرحله سؤالات ۳.۰

{۱, ۲, . . . , n} = {a۱, a۲, . . . , an} هرگاه می�ناميم n ،. . . ،۲ ،۱ اعداد از جای�گشت يک را a۱, a۲, . . . , an .۱
جای�گشت�های تمام است). کرده تغيير آن�ها ترتيب احتمالاً که هستند n تا ۱ اعداد همان an تا a۱ يعنی )
باشد. بخش�پذير i+ ۱ بر ۲(a۱ + a۲ + · · ·+ ai) ،۱ ≤ i ≤ n برای که بيابيد را a۱, a۲, . . . , an مانند n تا ۱

است. ۴ و ۳ ،۲ ،۱ اعداد از جای�گشت يک a۴ = ۲ و a۳ = ۴ ،a۲ = ۱ ،a۱ = ۳ مثال برای

جز به مستطيل�ها که طوری به پوشانده�ايم مستطيل(کوچک�تر) تعدادی وسيله�ی به را مستطيل يک .۲
اضلاع موازی پوشاننده مستطيل�های اضلاع ضمن در ندارند. اشتراکی هم با اضلاع و رئوس در احتمالاً
نمی�گيرد. قرار اصلی مستطيل از بيرون مستطيل�ها از قسمتی هيچ هم�چنين هستند، اصلی مستطيل

می�دهد: نشان را حالت�ها اين از يکی زير شکل مثال، برای

بپوشانيم فوق شرايط به توجه با کوچک�تر مستطيل�های وسيله�ی به را مستطيل که طور هر بنابرای
می�شود، ديده پاره�خط�ها برخورد نقاط تعدادی و عمودی و افقی خط(پاره�خط) تعدادی حاصل شکل در
شکل در مثلاً باشد، پاره�خط دو تقاطع محل هرگاه می�گوييم ((چهارراه)) يک را برخورد نقطه�ی يک
خط ۵ شکل اين در هم�چنين نيستند، چهارراه K و D و C نقاط ولی هستند چهارراه B و A نقاط بالا
مستطيل ۱۰ وسيله�ی به شکل ضمن در می�شود، ديده عمودی خط ۶ و (KL,DJ,CG,EF,HI) و افقی

است. شده پوشانده
سه اين و بگيريم. نظر در چهارراه�ها تعداد و عمودی افقی، خط�های تعداد اگر صورت هر در دهيد نشان

سه. عدد اضافه�ی به پوشاننده مستطيل�های تعداد با است برابر حاصل کنيم، جمع هم با را عدد

روی نقاطی ترتيب به N و M ضمناً .∠ABC = ∠ADC = ۱۳۵◦ داريم ABCD محدب چهارضلعی در .۳
دوم برخورد محل K هم�چنين ،∠MCD = ∠NCB = ۹۰◦ که طوری به می�باشند AB و AD (امتداد)

است. عمود KC بر AK کنيد ثابت می�باشد. AMN و ABD مثلث دو محيطی دايره��های

که می�شود ساخته گونه�ای به ABCD محدب چهارضلعی می�باشند. صفحه در ثابت نقطه�ی دو B و A .۴
هر که طوری به دارد وجود ثابت نقطه�ای کنيد ثابت .∠ADC = ۹۰◦ زاويه�ی و AD = DC و AB = BC

می�گذرد. نقطه اين از همواره DC از گذرنده خط بسازيم AB طرف يک در را ABCD چهارضلعی طور
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داده�ايم، توسعه بزرگ�تری فضای به δ نام به جديد موجودی کردن اضافه با را حقيقی اعداد مجموعه�ی .۵
R) .a, b ∈ R که هستند a + bδ شکل به موجوداتی آن اعضای و می�دهيم نشان R[δ] با را جديد فضای

است.) حقيقی اعداد مجموعه�ی نشان�دهنده�ی
.b = b� و a = a� اگر تنها و اگر a+ bδ = a� + b�δ که می�کنيم قرارداد

!δ۲ = ۰ ولی نيست صفر چند هر که طوری به است کوچک بسيار موجودی δ
می�شود: تعريف زير شکل به ضرب و جمع فضا اين روی

(a+ bδ) + (a� + b�δ) = (a+ a�) + (b+ b�)δ

(a+ bδ)(a� + b�δ) = aa� + ab�δ + ba�δ� + bb�δ۲ = aa� + (ab� + ba�)δ

ريشه�ی R در چندجمله�ای اين که دهيد نشان باشد، حقيقی ضرايب با چندجمله�ای يک P (x) کنيد فرض
ريشه�ای يعنی غيرحقيقی باشد.(ريشه�ی داشته حقيقی غير ريشهای R[δ] در اگر تنها و اگر دارد، مضاعف

.(b �= ۰ که a+ bδ شکل به
باشد. بخش�پذير (x− a)۲ بر P (x) اگر است P (x) چندجمله�ای مضاعف ريشه�ی a می�گوييم توضيح

شده برگزار کلاس بچه�های بين ميز روی تنيس مسابقه�ی ۱۰۰ گذشته سال در نفره ۲۰ کلاس يک در .۶
دو خود بين از می�خواهند کلاس بچه�های نداده�اند. مسابقه هم با بار يک از بيش نفری دو هيچ است،
که شرط اين با کنند انتخاب مدرسه مسابقات در شرکت برای ندارند) مشترک عضو تيم (دو نفره دو تيم
مختلف طريق ۴۰۵۰ به کار اين که می�دانيم باشند، کرده بازی هم با گذشته سال در تيم يک عضو دو

کرده�اند. بازی مساوی تعداد به گذشته سال در کلاس بچه�های همه�ی کنيد ثابت است. امکان�پذير
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۱۳۸۲ رياضی، المپياد دوره�ی يکمين و بيست دوم مرحله سؤالات ۴.۰

دسته سه به را آن مثبت مقسوم�عليه�های مجموعه�ی بتوان هرگاه می�ناميم، سه�لايه�ای را n طبيعی عدد .۱
باشد. برابر هم با دسته سه هر اعضای مجموع که کرد تقسيم طوری

بزنيد. مثال سه�لايه�ای عددی الف.
دارد. وجود سه�لايه�ای عدد بی�نهايت کنيد ثابت ب.

ندارند. قرار خط يک روی آن�ها همه�ی که طوری به (n ≥ ۳) دارد وجود خانه n روستا يک در .۲
است B نقطه�ی از مناسب�تر A نقطه�ی کار اين برای کنيم. احداث روستا اين در آب منبع يک می�خواهيم

باشد. خانه�ها تا B فواصل مجموع از کم�تر خانه�ها تا A فواصل مجموع اگر
يک حداکثر کنيد ثابت باشد. نداشته وجود آن از مناسب�تر نقطه�ای هيچ که می�گوييم ايده�آل را نقطه�ای

دارد. وجود آب منبع احداث برای ايده�آل نقطه�ی

و A متمايز تيم دو هر برای داده�اند. مسابقه هم با بار) يک دقيقاً تيم دو (هر دو به دو واليبال تيم n .۳
.n = ۴t+ ۳ کنيد ثابت باخته�اند. B و A تيم دو هر از که دارند وجود تيم t دقيقاً B

ندارد.) وجود تساوی واليبال در که کنيد (توجه

کنيد: ثابت را زير نامساوی ،xyz = −۱ شرط با z و y ، xحقيقی عدد سه هر برای .۴
x۴ + y۴ + z۴ + ۳(x+ y + z) ≥ x۲

y
+
x۲

z
+
y۲

z
+
y۲

x
+
z۲

x
+
z۲

y

دايره�ی از BC کوچک�تر کمان روی D نقطه�ی می�باشد. ABC مثلث زاويه�ی کوچک�ترين ∠A زاويه�ی .۵
است. واقع ABC مثلث محيطی

T نقطه�ی می�نمايند. برخورد N و M نقطه�های در ترتيب به AD خط با AC ،AB منصف�های عمود
کنيد ثابت است. CN و BM برخورد محل

BT + CT ≤ ۲R

است. ABC مثلث محيطی دايره�ی شعاع R که

واحد يک بار هر و کرده حرکت به شروع بزرگ شطرنجی صفحه�ی روی دل�خواه رأس يک از روبات يک .۶
خانه�ی دو دارای روبات اين می�کند. حرکت شطرنجی صفحه�ی اضلاع روی اصلی جهت�های از يکی به

دارد. قرار صفر عدد خانه دو هر در کار ابتدای در که است B و A حافظه�ی
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A خانه�ی به ترتيب به باشد، غرب يا شرق جنوب، شمال، سمت به حرکت که اين حسب بر مرحله هر در
می�شود اضافه A خانه�ی عدد اندازه�ی به B خانه�ی به می�شود، کم� يکی A خانه�ی از می�شود، اضافه يکی
که کند طی را مسيری روبات کنيد فرض �می�شود. کم واحد A خانه�ی عدد اندازه�ی به B خانه�ی از يا
مقدار مطلق قدر مسير انتهای در کنيد ثابت بازگردد. خود اول جای به نهايت در و نکرده قطع را خودش

پيموده. روبات که است شکلی درونی مساحت با برابر ،B حافظه�ی خانه�ی
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۱۳۸۳ رياضی، المپياد دوره�ی دومين و بيست دوم مرحله سؤالات ۵.۰

ضلع با A زاويه�ی داخلی نيم�ساز برخورد محل D نقطه�ی ،(∠A = ۹۰◦)ABC قائم�الزاويه�ی مثلث در .۱
نيم�سازهای برخورد محل Ia) است. A زاويه�ی نظير خارجی محاطی دايره�ی مرکز Ia نقطه�ی و BC

کنيد: ثابت است.) C و B خارجی زوايای
AD

DIa
≤
√
۲− ۱

نشان صعودی�اند. توابعی f(x)−x۳ و f(x)−۳x که است خاصيت اين دارای f : [۰,∞)→ R فرضکنيد .۲
(g(x) ≤ g(y) آن�گاه x ≤ y اگر هرگاه گوييم صعودی را g (تابع است. صعودی نيز f(x)− x۲ − x دهيد

را شهر ۱۰۰ جاده�ها اين است. کرده واگذار خصوصی شرکت ۸۰ به را جاده ۲۴۰۰ مرمت راه وزارت .۳
شده کشيده جاده يک حداکثر شهر دو هر بين و است شهر دو بين جاده هر می�کنند. متصل يک�ديگر به
را دارد نمايندگی سرش دو هر در که آن�هايی بين از جاده ۳۰ مرمت وظيفه�ی شرکت هر می�دانيم است.

دارند. نمايندگی آن در شرکت ۸ حداقل که دارد وجود شهری دهيد نشان است. گرفته عهده به

باشد. بخش�پذير f(m)+ f(n) بر m+n طبيعی، n و m هر برای که بيابيد را f : N→ N توابع همه�ی .۴

در ترتيب به را ABC مثلث محيطی دايره�ی و BC ضلع ،ABC مثلث از ∠A زاويه�ی داخلی نيم�ساز .۵
قطع Y و X در را MB شعاع و M مرکز به دايره�ی D نقطه�ی از گذرنده خطی می�کند. قطع M و D

است. کرده
می�کند. نصف را ∠XAY زاويه�ی AD خط کنيد ثابت
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طور همين و خودش هم�ستون خانه�های همه�ی می�تواند (m ≥ ۴) m × nجدول در تمساح مهره�ی .۶
گذاشته جدول در است لازم تمساح مهره�ی تعداد چه حداقل کند. تهديد را هم�سطرش مجاور خانه�های
باشند.) عمودی بايد تمساح�ها که کنيد (توجه شود؟ تهديد تمساح يک توسط دست�کم خانه هر تا شود
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۱۳۸۴ رياضی، المپياد دوره�ی سومين و بيست دوم مرحله سؤالات ۶.۰

مربع ۴p− ۳ دهيد نشان .p|n۳− ۱ و n|p− ۱ که است اول عددی p و يک از بزرگ�تر طبيعی عددی n .۱
است. کامل

O۱ کنيد فرض بگيريد. نظر در را BC پاره�خط روی D متغير نقطه�ی .∠A = ۶۰◦ ،ABC مثلث در .۲
و BO۱ تقاطع محل باشد. ACD مثلث محيطی دايره�ی مرکز O۲ و ABD مثلث محيطی دايره�ی مرکز
ثابتی نقطه�ی از MN خط کنيد ثابت می�ناميم. N را DO۱O۲ مثلث محيطی دايره�ی مرکز و M را CO۲

می�گذرد. صفحه در

دو�به�دوی فاصله�های لحظه، هر دهيد، نشان دارد. ستاره ميليون يک از بيش دوغی(!) راه کهکشان .۳
کنيد.) فرض نقطه يک را ستاره (هر است. متمايز عدد ۷۹ دست�کم شامل ستاره�ها اين

دارد. قرار مهره تعدادی ۲× n جدول يک خانه�های برخی در .۴

در مهره يک عوض در و کنيم خارج آن از مهره دو می�توانيم باشد، مهره يک از بيش خانه�ای در اگر
دهيم. قرار بالايی�اش خانه�ی در مهره يک يا و راستش سمت خانه�ی

را مهره��ها می�توان کنيد ثابت باشد. داشته وجود جدول در مهره ۲n دست�کم ابتدا در که کنيد فرض
برسد. است، شده مشخص ستاره با شکل در که انتهايی خانه�ی به مهره يک که کرد جابه�جا طوری

امتداد يا CY و XY روی ترتيب به M و P نقاط است. BC بر عمود وتری XY و دايره قطر يک BC .۵
ثابت می�ناميم. K را PB و CX تقاطع محل .CX �MP و CY � PB که گرفته�اند قرار گونه�ای به آن�ها

.PB ⊥MK کنيد

،x, y ∈ R+ هر برای که بيابيد را f : R+ → R+ توابع تمام .۶
(x+ y)f(f(x)y) = x۲f(f(x) + f(y))

نيست.) مثبت عددی صفر که کنيد (توجه است. مثبت حقيقی اعداد مجموعه�ی R+ از منظور
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۱۳۸۵ رياضی، المپياد دوره�ی چهارمين و بيست دوم مرحله سؤالات ۷.۰

نشان است. کرده قطع N و M نقاط در را آن و گذشته C۱ دايره�ی مرکز از C۲ دايره�ی کنيد فرض .۱
دايره�ی با BN و AM خط�های تقاطع محل B� و A� و C۱ از دل�خواهی قطر سر دو B و A نقاط اگر دهيد

است. C۱ دايره�ی شعاع برابر A�B� باشند، C۲

باشيم: داشته حقيقی y و x هر برای که بيابيد را P (x, y) حقيقی ضرايب با چندجمله�ای�های همه�ی .۲
P (x+ y, x− y) = ۲P (x, y)

بين از کنيد فرض هستند. رؤيت قابل مختلف، زمانی بازه�های در آسمان، ستاره��های شب، طول در .۳
می�توانيم دهيد نشان ديد. آسمان در لحظه يک در می�توان را تايشان دو دست�کم (k > ۱) ستاره k هر
يکی در دست�کم ستاره�ها، آن از کدام هر که بگيريم آسمان سرتاسر از مختلف لحظات در عکس k − ۱

می�شود ديده� آسمان در iام ستاره�ی که را لحظاتی است. متناهی ستاره�ها (تعداد شود. ديده عکس�ها از
(.ai < bi آن در که بناميد [ai, bi] بسته�ی بازه�ی

که دارد وجود n مانند طبيعی عدد متناهی تنها کنيد ثابت است. يک از بزرگ�تر m طبيعی عدد الف) .۴
است. بخش�پذير m+ n بر mn+ ۱

از بزرگ�تر طبيعی اعداد از (a۰, a۱, . . . , ak) دنباله�ی کنيد ثابت m,n > ۲ متمايز طبيعی اعداد برای ب)
داريم: i = ۰, ۱, . . . , k − ۱ هر برای و ak = n ،a۰ = m که است موجود دو

ai + ai+۱|aiai+۱ + ۱

دايره، روی نقطه�های تعداد دهيد نشان دارند. قرار دايره�ای روی ترتيب همين با D و C ،B ،A نقاط .۵
عمود هم بر نقطه�ها آن از حاصل چهارضلعی قطرهای علاوه به و چهارتاست MA

MB = MD
MC که M مانند

هستند.

کتاب دو سپس می�کند. رو و پشت را بالايی کتاب ابتدا فردی گرفته�اند. قرار هم روی کتاب تعدادی .۶
به که اين از پس آخر. الی و می�کند رو و پشت را بالايی کتاب سه بعد می�کند. رو و پشت را بالايی
کتاب�ها جابه�جايی، تعدادی از پس کنيد ثابت می�کند. شروع ابتدا از را کار همان رسيد کتاب آخرين

برمی�گردند. اول وضعيت همان به دقيقاً
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۱۳۸۶ رياضی، المپياد دوره�ی پنجمين و بيست دوم مرحله سؤالات ۸.۰

AC ضلع روی را D نقطه�ی است. BC ضلع وسط M نقطه�ی است. قائمه A زاويه�ی ABC مثلث در .۱
و AMC مثلث�های محيطی دايره�های دوم برخورد محل .AD = AM که می�کنيم انتخاب گونه�ای به

است. ACB زاويه�ی نيم�ساز CP خط دهيد نشان می�ناميم. P را BDC

يکی قطر OA که طوری به ناميده�ايم A و O را مکعبی رأس دو .۲
خودش به O از ۱۳۸۶ طول به مسيرهای تعداد است. مکعب وجوه از
از دنباله�ای از است عبارت n طول به مسير (يک A؟ به O از يا است بيش�تر
مکعب ضلع يک سر دو دنباله، در متوالی رأس دو هر که مکعب رأس n+ ۱

باشند.)

است مشرف ديگر ساختمان به ساختمانی می�گوييم دارد. وجود ساختمان تعدادی شهری در .۳
بسازد. درجه ۴۵ از بيش� زاويه�ای زمين با دوم ساختمان بالای به اول ساختمان بالای از واصل خط اگر
هم به قبلی ساختمان�های اگر دهيد نشان بسازيم. جديدی ساختمان داده�شده مکانی در می�خواهيم
نباشد. مشرف ذيگری به ساختمانی هيچ هم باز که داد انجام طوری را کار اين می�توان نباشند، مشرف

بگيريد. نظر در صفحه روی بر عمود پاره�خطی را ساختمان هر و افقی صفحه�ی را شهر

کامل مربع آن�ها مجموع که يافت متمايز طبيعی عدد n می�توان ،n طبيعی عدد هر برای دهيد نشان .۴
باشد. کامل مکعب آن�ها حاصل�ضرب و

۱۹



است. C۱ دايره�ی داخل نقطه�ای A و هستند خارجی مماس هم بر P نقطه�ی در C۲ و C۱ دايره�ی دو .۵
تقاطع نقاط هستند). مماس�ها تماس محل M � و M)می�کنيم رسم C۲ دايره�ی بر AM � و AM مماس دو

دهيد: نشان می�ناميم. N � Nو ترتيب به را C۱ دايره�ی با AM � و AM دوم
PN

PN �
=

MN

M �N �

چاپ به شروع می�شود روشن وقتی که است کرده طراحی ماشينی خوارزمی جشنواره�ی برای فرهاد .۶
يکی دقيقاً ،n طبيعی عدد هر برای که است اين ماشين اين خاصيت می�کند. ويژه�ای طبيعی اعداد کردن
چاپ ۱۳۸۲۴ کنيد ثابت می�کند. چاپ را ۲ عدد ماشين می�دانيم می�کند. چاپ را ۳n و ۲n ،n عدد سه از

نمی�شود.
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۱۳۸۷ رياضی، المپياد دوره�ی ششمين و بيست دوم مرحله سؤالات ۹.۰

n داخل را هم�ديگر اولاً که کرد رسم طوری را منتظم ضلعی n يک قطر n− ۳ می�توان طريق چند به .۱
داشته ضلعی n با مشترک ضلع يک دست�کم آمده وجود به مثلث�های از کدام هر ثانياً نکنند، قطع ضلعی

باشد؟

به دايره، اين و باشد A رأس با متناظر ،ABC مثلث خارجی محاطی دايره�ی مرکز Ia کنيد فرض .۲
Q و P در را B�C � ترتيب، به ،IaC و IaB باشد. مماس AC و AB امتداد به C � و B� نقاط در ترتيب،
برابر BC ضلع بر M از وارد عمود طول کنيد ثابت است. BQ و CP برخورد نقطه�ی M و می�کنند قطع

است. ABC مثلث داخلی محاطی دايره�ی شعاع اندازه�ی
ضابطه�ی با f : R→ R تابع نيست. صفر d و c از يکی دست�کم و هستند حقيقی اعدادی d و c ،b ،a .۳
،a يک ازای به اگر دهيد نشان .f(x) �= x ،x هر برای کنيد فرض بگيريد. نظر در را f(x) = ax+b

cx+d

(f تابع ترکيب بار n يعنی fn ).f ۱۳۸۷(x) = x ،f ۱۳۸۷ دامنه�ی در x هر برای آن�گاه ،f ۱۳۸۷(a) = a

جواب دو از بيش g(x) = x معادله�ی اگر ،g(x) = sx+t
ux+v شکل به تابع هر برای دهيد نشان راه�نمايی:

.g(x) = x ،x هر برای آن�گاه باشد داشته
است. يک باشد، کامل مکعب ۴(an + ۱) طبيعی n هر برای که ،a طبيعی عدد تنها دهيد نشان .۴

کنيم. انتخاب شماره شهر يک تلفن�های برای می�خواهيم .۵

�شود. استفاده آن�ها در نبايد صفر رقم از و ده�رقمی�اند شماره�ها
دو هر تا نکنيم استفاده شماره�ها از برخی از که است اين هدف
يا و باشند داشته اختلاف رقم يک از بيش در يا موجود شماره�ی
بيش�ترين باشند. داشته اختلاف واحد يک از بيش رقم يک در
اين انتخاب تاست؟ چند شود استفاده می�تواند که شماره� تعداد

است؟ ممکن شکل چند به شماره، تعداد بيش�ترين
به تا، می�کنيم عمود AC و AB بر H از باشد. BC بر وارد ارتفاع پای H ،ABC مثلث در کنيد فرض .۶
،AC = ۲OT و باشد ABC محيطی دايره�ی مرکز O اگر دهيد نشان آيند. دست به T � و T نقاط ترتيب،

.AB = ۲OT � آن�گاه
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۱۳۸۸ رياضی، المپياد دوره�ی هفتمين و بيست دوم مرحله سؤالات ۱۰.۰

۱ و ۰ ،−۱ نقطه�ی سه در آن مطلق قدر که است دو درجه�ی از چندجمله�ای يک p(x) کنيد فرض .۱
،x ∈ [−۱, ۱] هر برای دهيد نشان است. يک مساوی يا کم�تر
|p(x)| ≤ ۵

۴

بعضی در و کرده�ايم تقسيم متر ۱ در متر ۱ قطعات از ۵۰× ۵۰ شبکه�ی يک به را مربعی�شکل باغ يک .۲
درخت يک دست�کم انار، درخت هر مجاور که می�دانيم کاشته�ايم. هلو يا انار سيب، درخت يک قطعه�ها از
علاوه به دارد. وجود سيب درخت يک و است انار درخت يک دست�کم هلو درخت هر مجاور و سيب
گوييم مجاور را قطع (دو دارد. وجود درخت نوع سه هر از نيست، درختی آن در که قطعه�ای هر مجاور

باشند.) داشته مشترک ضلع يک اگر
نيست. بيش�تر ۱۰۰۰تا از خالی قطعات تعداد دهيد نشان

در را مثلث محيطی دايره�ی و D در را BC ضلع ABC مثلث از A زاويه�ی داخلی نيم�ساز کنيد فرض .۳
P نقاط در را (M شروع نقطه�ی (با MC و MB نيم�خط دو که می�کنيم رسم خطی D از کند. قطع M

.∠PAQ ≥ ∠A کنيد ثابت کند. قطع Q و
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فرمانده، فرمان با ايستاده�اند. قدم، يک فاصله�ی به هم، کنار در برابر ستون n در تازه�کار سرباز n(n+۲) .۴
سربازها جابه�جايی، از پس بر�می�دارد! قدم يک جهت چهار از يکی به يا می�ايستد جايش سر يا سرباز هر
ستون دو و حذف آخر و اول سطر دو که نحوی به گرفته�اند، قرار منظم، شکل به برابر، ستون n + ۲ در

است. زوج n کنيد ثابت است. شده اضافه راست و چپ به

aj − ai بر ai jمتمايز، و i هر برای که هستند خاصيت اين دارای a۱ < a۲ < · · · < an طبيعی اعداد .۵
، i < j هر برای که دهيد نشان است. بخش�پذير

iaj ≤ jai

آن�ها بين ۱۱ تا ۱ شماره�های با کارت ۱۱ و نشسته�اند منظم شکل به دايره�ای ميز يک دور نفر ۱۱ .۶
در باشند. داشته کارت يک از بيش� برخی و باشند نداشته کارت برخی است ممکن است؛ شده پخش
شماره�ی اگر که صورتی در بدهد مجاورش فرد به را خود کارت�های از يکی می�تواند نفر يک مرحله هر
حاده�الزاويه مثلث يک تشکيل i+ ۱ و i ،i− ۱ کارت سه مکان عمل، اين از بعد و قبل باشد، i کارت آن
۱ شماره�ی کارت ،۱۲ شماره�ی کارت از منظور و ۱۱ شماره�ی کارت ۰ شماره�ی کارت از ندهند.(منظور

است!)
باشد. شده داده افراد به ساعت، عقربه�های جهت در ترتيب به ۱۱ تا ۱ کارت�های ابتدا در که کنيد فرض

شد. نخواهد جمع نفر يک دست در کارت�ها هيچ�گاه کنيد ثابت

۲۳



۱۳۸۹ رياضی، المپياد دوره�ی هشتمين و بيست دوم مرحله سؤالات ۱۱.۰

a− b و ab+ ۱ و باشند اول هم به نسبت a+ b و ab− ۱ عدد دو اگر .a > b و طبيعی�اند عدد دو b و a .۱
نيست. کامل مربع (ab+ ۱)۲ + (a− b)۲ کنيد ثابت باشند، اول هم به نسبت هم

مثلث�هايی تعداد کنيد ثابت نيستند. خط يک روی بر آن�ها از سه�تايی هيچ� که داريم صفحه در نقطه n .۲
نيست. بيش�تر ۲

۳(n
۲ − n) از باشد، يک آن�ها مساحت و باشند نقطه n اين بين از آن�ها رئوس که

AB طوری�که به هستند W۲ و W۱ روی ترتيب به B و A متقاطع�اند. P و D در W۲ و W۱ دايره�های .۳
دوم بار برای را W۲ دايره�ی AD باشد. AB خط به P از نزديک�تر D کنيد فرض است. مماس دايره دو بر

کنيد: ثابت باشد، BC وسط M اگر می�کند. قطع C در
∠DPM = ∠BDC

و حقيقی�اند عددهای P (x) = ax۳ + bx۲ + cx+ d چندجمله�ای ضريب�های .۴
min{d, b+ d} > max{|c|, |a+ c|}

ندارد. جواب [−۱, ۱] بازه�ی در P (x) = ۰ معادله�ی که کنيد ثابت

E ترتيب به و می�دهيم امتداد C و B طرف از را AC و AB اضلاع .∠A = ۶۰◦ ،ABC مثلث در .۵
برخورد محل K نقطه�ی .BE = CF = BC که می�گيريم نظر در طوری امتداد�ها اين روی را F و

نيم�ساز روی K کنيد ثابت است. (E از غير (به EF با ACEمثلث محيطی دايره�ی
دارد. قرار A زاويه�ی

تدارک آن�ها برای برنامه فوق کلاس تعدادی و دارد دانش�آموز n مدرسه�ای .۶
نام ثبت کلاس�ها از تعداد هر در می�تواند دانش�آموز هر که است شده ديده
دو اگر که می�دانيم کرده�اند. نام ثبت دانش�آموز دو حداقل کلاس هر در کند.
اعضای تعداد آن�گاه باشند، داشته مشترک دانش�آموز دو حداقل مختلف، کلاس
بيش�تر (n − ۱)۲ از کلاس�ها تعداد کنيد ثابت است. متفاوت کلاس، دو آن

نيست.
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۱۳۹۰ رياضی، المپياد دوره�ی نهمين و بيست دوم مرحله سؤالات ۱۲.۰

تا کدام هر سر فاصله�ی که گرفته�اند قرار طوری راست خط يک اطراف در زمين روی مورچه ۱۳۹۰ .۱
باشد سانتی�متر دو از بيش�تر مورچه دو هر سر فاصله�ی اگر کنيد ثابت است. سانتی�متر يک از کم�تر خط

است!) نقطه يک مورچه هر سر کنيد (فرض است. متر ده از بيش�تر مورچه دو دست�کم سر فاصله�ی

زاويه�ی نيم�ساز تا می�کنيم رسم AB ضلع بر عمودی B رأس از .∠ABC = ۶۰◦ داريم ABC مثلث در .۲
نيم�ساز تا می�کنيم رسم BC ضلع بر عمودی C رأس از هم�چنين کند. قطع D نقطه�ی در را ∠BAC

.∠BED ≤ ۳۰◦ کنيد ثابت کند. قطع E نقطه�ی در را ∠ABC زاويه�ی

تعداد ،i, j ∈ N هر برای که بيابيد را طبيعی اعداد از a۱, a۲, a۳, . . . صعودی دنباله�های همه�ی .۳
اگر يعنی دنباله بودن (صعودی باشد. برابر ai + aj مقسوم�عليه�های تعداد با i + j مقسوم�عليه�های

(.ai ≤ aj آن�گاه i ≤ j

مجموع که باشند داشته وجود (−۱, بازه�ی(۱ در حقيقی عدد n که بيابيد را n طبيعی عدد کوچک�ترين .۴
باشد. ۲۰ آن�ها مربع�های مجموع و صفر آن�ها

روز هر و درآيد مختلف رنگ n به می�تواند زيبا پرنده�ی اين است. کم�ياب پرنده�ای نام رنگين�کمان .۵
چهار هيچ کرده�اند: کشف پرنده اين درباره�ی جديدی حقيقت دانش�مندان دارد. قبل روز از متفاوت رنگی
پرنده اين و i < j < k < l که وlاُم، jاُم،kاُم iاُم، روزهای مثل ندارد وجود پرنده اين عمر طول در روزی
iاُم روزهای از متفاوت رنگی به هم�رنگ نيز lاُم و jاُم روزهای در و باشد هم�رنگ اُم k و i اُم روزهای در

است؟ روز چند n حسب بر پرنده اين عمر طول حداکثر باشد. kاُم و

به را l شده�ی داده خط تا داده�ايم امتداد C و B طرف از ترتيب به را ABC مثلث از AC و AB اضلاع .۶
مذکور امتداد�های نيز BC منصف عمود به نسبت l قرينه�ی کنيد فرض کنند. قطع E و D نقاط در ترتيب
.BD� + CE� = D�E� آن�گاه BD + CE = DE اگر کنيد ثابت کند. قطع E� و D� نقاط در ترتيب به را

۲۵
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Q و P نقطه�ی دو در را C۱ ،O مرکز به C۲ دايره�ی است. مفروض آن روی O نقطه�ی و C۱ دايره�ی .۱
داخل مماس C۱ بر S نقطه�ی در و خارج مماس C۲ بر R نقطه�ی در که است دايره�ای C۳.می�کند قطع
و X ترتيب به را C۱ با OR و PR دوم برخورد محل می�گذرد. Q نقطه�ی از RS خط کنيد فرض و است

است. موازی SY با QX کنيد ثابت می�ناميم. Y

قرار دايره يک دور را n و... ۳ ،۲ ،۱ اعداد می�توان طريق چند به باشد. طبيعی عددی n کنيد فرض .۲
باشد؟ مجاورش عدد دو مجموعِ از مقسوم�عليهی عدد هر که شکلی به داد

هيچ�کدام و است اول t به نسبت که دارد وجود n > ۱ طبيعی عدد باشد طبيعی عددی t اگر کنيد ثابت .۳
اعداد از

n+ t, n۲ + t, n۳ + t, · · ·

نيستند. کامل توان
طبيعی عدد به و باشد يک دو، آن مثبت مشترک مقسوم�عليه تنها اگر هستند اول هم به نسبت عدد (دو

(.a = bmو m ≥ ۲ که باشند موجود m و b طبيعی اعداد اگر می�شود گفته کامل توان a

طبيعی عدد هر که می�شوند يافت طبيعی اعداد از . . و. A۳ ،A۲ ،A۱ عضوی دو زيرمجموعه�های آيا الف) .۴
۱۳۹۱+ n برابر An اعضای مجموعِ ،n طبيعیِ عدد هر برای و شود ظاهر مجموعه�ها اين از يکی دقيقاً در

باشد؟
طبيعی عدد هر که می�شوند يافت طبيعی اعداد از . . و. A۳ ،A۲ ،A۱ عضوی دو زيرمجموعه�های آيا ب)
۱۳۹۱+n۲ برابر An اعضای مجموعِ ،n طبيعیِ عدد هر برای و شود ظاهر مجموعه�ها اين از يکی دقيقاً در

باشد؟

شرط که می�دانيم بگيريد. نظر در را حقيقی، ضرايب با ،x۲ + ax + b دوی درجه�ی چندجمله�ایِ .۵
،a۲ − ۴b يعنی آن، دلتای که است اين کرد تجزيه حقيقی اعداد در را آن بتوان اين�که برای کافی و لازم
نشان است. b و a متغير�های با چندجمله�ای يک نيز دلتا که کنيد توجه باشد. صفر مساوی يا بزرگ�تر
چهار چندجمله�ایِ کنيد ثابت ندارد: وجود چهار درجه�ی چندجمله�ای�های برای دلتا مشابه چيزی دهيد

ندارد: وجود زير خاصيت با P (a, b, c, d) متغيره�ی
چند�جمله�ایِ چهار حاصل�ضرب به تجزيه قابل x۴ + ax۳ + bx۲ + cx + d چهار درجه�ی چندجمله�ای

.P (a, b, c, d) ≥ ۰ اگر تنها و اگر باشد يک درجه�ی

مماس AB و CA ،BC اضلاع بر ترتيب به F و E ،D نقاط در ABC مثلث داخلی محاطی دايره�ی ( .۶
دايره�ی مرکز کنيد ثابت می�ناميم. S و T نقاط ،C و B به نسبت ترتيب به را E و F نقاط قرينه�ی است.

دارد. قرار ABC مثلث داخلی محاطی دايره�ی روی يا درون ATS مثلث داخلی محاطی

۲۶
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.ab = b/a که بيابيد را اول هم به نسبت و طبيعی های b و a همه�ی .۱
است.) صدم دو و نود و سيزده برابر b/a آن�گاه ،b = ۱۳ و a = ۹۲ اگر (توضيح:

«کامل» وزنه�ها از مجموعه اين به باشند. وزنه n وزن wn و . . . , w۲, w۱ طبيعی اعداد کنيد فرض .۲
تعدادی وزن مجموع است، w۱ + w۲ + · · ·+ wn از کوچک�تر که W طبيعی عدد هر برای اگر می�گوييم
را وزن سنگين�ترين با وزنه يک کامل، وزنه�ی مجموعه� يک از اگر کنيد ثابت شود. W برابر وزنه�ها اين از

است. کامل نيز باقی�مانده وزنه�های مجموعه�ی کنيم، حذف

A رأس شامل که مثلث محيطی دايره�ی از �
BC کمان وسط است. شده داده ABC دل�خواه مثلث .۳

رسم MC و MB موازات به خط دو مثلث، محيطی دايره�ی مرکز ، O نقطه�ی از می�ناميم. M را نيست
نظير ارتفاع امتداد اگر کنيد ثابت کنند. قطع L و K نقاط در ترتيب به را AC و AB اضلاع تا می�کنيم

.NK = NL آن�گاه کند تلاقی N نقطه�ی در محيطی دايره�ی با مثلث، در A رأس

و �رسم دايره بر را PB و PA مماس دو باشد. آن از خارج نقطه�ای P و دايره يک C کنيد فرض .۴
را C دايره�ی دوم بار برای PBK مثلث محيطی دايره�ی کرده�ايم. انتخاب AB پاره�خط روی را K نقطه�ی

.∠PBT = ∠P �KA دهيد نشان می�ناميم. P � را A به نسبت P قرينه�ی می�کند. قطع T نقطه�ی در

خانه�هايی اريب، رديف يک از منظور است. شده نوشته صحيح اعداد n×m جدول يک خانه�های در .۵
طی می�خواهيم است. ثابت مقداری برابر آن�ها سطر شماره�ی و ستون شماره�ی تفاضل که است جدول از
يک يا افقی رديف يک خانه�های می�توانيم مرحله هر در کنيم. صفر را جدول داخل اعداد مرحله چند
اضافه واحد يک همه به يا کنيم کم واحد يک همه از و انتخاب را اريب رديف يک يا و عمودی رديف
کرد صفر ديگر، خانه�های از نظر صرف را، ۳ × ۳ زيرجدول هر داخل اعداد بتوان اگر کنيد ثابت کنيم.
خانه�های زير، ۵ × ۹ جدول در مثال عنوان به کرد. صفر را جدول داخل اعداد همه�ی می�توان آن�گاه
خانه�ی که کنيد توجه شده�اند. مشخص ۳ × ۳ زيرجدول�های از يکی خانه�های و اريب رديف�های از يکی

می�شود. حساب اريب رديف يک تنهايی به نيز (۹ ستون ،۱ (سطر راست-بالا گوشه�ی
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می�کند: صدق زير رابطه�ی در طبيعی اعداد از {an} دنباله�ی .۶

an+۲ =



۲an+۱
an

�
+



۲an
an+۱

�

و am = ۴ که دارد وجود m طبيعی عدد کنيد ثابت است. x عدد صحيح جزء ،[x] از منظور آن در که
.am+۱ ∈ {۳, ۴}
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